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Старшая лига 

Задача 1. Ялмез 

Говорят, что где-то (не говорят где, но, наверное, в тридевятой 

галактике), есть планета точь-в-точь похожая на Землю (да не 

Земля). Размер тот же, и масса та же, и «яблоко Ньютона» копирует 

падение на голову гения. А вот если копнуть поглубже, так вот вам 

и пожалуйста: внутри пусто. Зачастили на эту диковину учёные. 

Измеряют, просвечивают и простукивают. Толщина то оказалась 

всего ничего – 1 км. Плотность той «Ялмез» (так кличут свою 

планету тамошние аборигены) умопомрачительная. Вот по этой 

присказке определите гравитационное давление, под которым находится вещество 

планеты. 

Задача 2. Крест  

Определите период малых вертикальных 

колебаний в системе, представленной на 

рисунке. В положении равновесия 

горизонтальные пружины не 

деформированы. Все данные системы: 

(𝑚, 𝑘, 𝐾, 𝑙) представлены на рисунке. Все 

пружины считать невесомыми. Найдите 

решение задачи при условии 𝑘 ≪ 𝐾. 

 

 

 

Задача 3. Бесконечность 

Имеется бесконечная однородная блоковая система (смотри рисунок, блоки и 

веревки невесомые, трение отсутствует). Первоначально систему удерживают 

в равновесии. В некоторый момент времени систему освобождают. С каким 

ускорением начинает движение груз первого блока? 
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Задача 4. Физика в бане 

В парилке при температуре 80 С относительная влажность воздуха 

равна 60%. Длинный цилиндр с «пробой» влажного воздуха из парилки 

закрывают легким поршнем и ставят цилиндр в вертикальном положении 

на стол. 

Определите массу гири, которую нужно «аккуратно» поставить на 

поршень, чтобы он опустился до середины высоты цилиндра (эксперимент 

проводится в парилке). Трением поршня о стенки цилиндра пренебречь. 

Стенки цилиндра хорошо проводят тепло. Площадь поршня цилиндра 

равна 10 см2. Давление насыщенных паров воды при 80 С равно 

4,7359·104 Па. Атмосферное давление считать равным 105 Па. Вычисления 

проведите с точностью до четырех «значащих» цифр. Ускорение свободного падения 

принять равным10 м/с2. 

Задача 5. Раздвигаем и измеряем 

В идеальном электромагнитном контуре с параметрами L и С происходят колебания с 

амплитудой тока 𝑖0. Пластины конденсатора контура начинают раздвигать с очень малым 

ускорением a. Определите амплитуду напряжения на конденсаторе к моменту времени t. 

Площадь пластин конденсатора S. 

Задача 6. Оптика худого сосуда 

Тонкостенный стеклянный сосуд с полусферическим 

дном радиуса R частично заполнен водой. На 

поверхности воды (в центре, на оси вертикальной 

симметрии) «плавает» точечный источник света. 

Уровень воды очень медленно опускается из-за утечки 

через небольшое отверстие в стенке сосуда. «Расход» 

воды постоянный (так «устроено» отверстие) и равен 
𝑑𝑚

𝑑𝑡
= −𝜇. Определите координату изображения 

источника и его скорость движения в момент, когда 

уровень воды совпадёт с плоскостью полусферы (будет 

находится на расстоянии R от дна сосуда). Наблюдатель 

находится на оси симметрии пробирки на большом расстоянии ниже её. Плотность воды , 

показатель преломления 𝑛 = 4/3.  

 

 

 

𝑙 
𝑘 

𝑥 𝑚 

 

𝐾 
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Старшая лига 

 

Задача 1. Ялмез 

Гравитационная энергия планеты 

𝑈 = −𝐺
𝑀2

2𝑅
 

Методом виртуальной работы определим гравитационное сжатия (радиальное давление 

сжатия) 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑅2 ∙ 𝑑𝑅 = 𝑑𝑈 = 𝐺
𝑀2

2𝑅2
𝑑𝑅   →    𝑓 = 𝐺

𝑀2

2𝑅2 ∙ 4𝜋𝑅2
 

Сила сжатия двух полушарий 

𝐹 = 𝐺
𝑀2

2𝑅2 ∙ 4𝜋𝑅2
∙ 𝜋𝑅2 = 𝐺

𝑀2

8𝑅2
 

Эта сила распределена по экваториальному сечению, поэтому 

𝑝 =
𝐹

2𝜋𝑅 ∙ ∆𝑅
= 𝐺

𝑀2

8𝑅2 ∙ 2𝜋𝑅 ∙ ∆𝑅
=

𝑔2

16𝜋
∙

𝑅

∆𝑅 ∙ 𝐺
 

Вычислим 

𝑝 =
𝑔2

16𝜋
∙

𝑅

∆𝑅 ∙ 𝐺
=

9,812

16𝜋
∙

6,4 ∙ 106

103 ∙ 6,67 ∙ 10−11
≈ 1,84 ∙ 1014  Па = 1,84 ∙ 109 атм 

История умалчивает о судьбе тех, кто впервые познал эту величину. 

 

Задача 2. Крест 

Про гравитацию «забываем». Её наличие только смещает точку равновесия. Определяем 

деформацию горизонтальных пружин при небольшом смещении x. 

∆𝑙 = 𝑙 (√1 + (
𝑥

𝑙
)

2

− 1) ≈
𝑥2

2𝑙
 

Записываем первый интеграл динамического уравнения – уравнение энергии. 

𝑚
�̇�2

2
+ 𝐾

𝑥2

2
+

2𝑘

2
(

𝑥2

2𝑙
)

2

= 𝐾
𝑥0

2

2
+

2𝑘

2
(

𝑥0
2

2𝑙
)

2

 

Здесь x0 - амплитуда колебаний. Переписываем уравнение в виде 

�̇�2 =
𝐾

𝑚
(𝑥0

2 − 𝑥2) +
𝑘

2𝑚𝑙2
(𝑥0

4 − 𝑥4) 

Стандартно переходим к безразмерным переменным: 𝑙0 = 𝑙, 𝑡0 = √
𝑚

𝐾
, 𝑣0 = 𝑙√

𝐾

𝑚
. 

�̇�2 = (𝑥0
2 − 𝑥2) +

𝜀

2
(𝑥0

4 − 𝑥4) 
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Получаем нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка. Здесь 𝑥 =
𝑥

𝑥0
, 𝜀 =

𝑘

𝐾
. 

Теперь делаем формальное предположение о малости второго слогаемого в этом 

уравнении (слабые горизонтальные пружины). Это даёт возможность использовать 

известный метод приближённого решения (метод последовательного приближения с 

усреднением). 

Выделим в безразмерном уравнении «гармоническую» часть 

�̇�2 = (𝑥0
2 − 𝑥2) (1 +

𝜀

2
(𝑥0

2 + 𝑥2)) 

Решение в нулевом приближении запишем в виде 

𝑥(𝜏) = 𝑥0 ∙ cos (𝜏) 

и подставим во вторую скобку основного уравнения 

�̇�2 = (𝑥0
2 − 𝑥2) (1 +

𝜀

2
(𝑥0

2 + 𝑥0
2 ∙ 𝑐𝑜𝑠2(𝜏))) 

Вторую скобку усредняем по времени (𝑐𝑜𝑠2(𝜏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

2
) и в результате получаем 

�̇�2 = (𝑥0
2 − 𝑥2) (1 +

3

4
𝜀 ∙ 𝑥0

2) 

Вторую скобку в правой части можно считать квадратом частоты, зависящей от амплитуды 

смещения и соотношения коэффициентов упругости 

(1 +
3

4
𝜀 ∙ 𝑥0

2) = 𝜔(𝑥)2 

Отсюда 

𝜔 = √1 +
3

4
𝜀 ∙ 𝑥0

2 =
2𝜋

𝑇
    →     𝑇 =

2𝜋

√1 +
3
4

𝜀 ∙ 𝑥0
2

 

Теперь проведём компьютерную проверку полученной приближённой формулы периода 

колебаний, используя точное безразмерное уравнение динамики, которое записывается в 

виде. 

�̈� = −𝑥 − 2𝜀𝑥 (1 −
1

√1 + 𝑥2
) 
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На первом графике представлен результат такой проверки. Красным цветом представлен 

график зависимости координаты шарика от времени при точной компьютерной реализации 

движения (колебания) при 𝜀 = 1,0 и 𝑥0 = 0,5. Пунктирной линией представлен график 

гармонического движения с периодом, который определён приближённой формулой. На 

времени двух периодов графики практически совпадают.

 

 На втором графике амплитуда 

колебаний увеличена до  𝑥0 = 1,0. Уже на одном периоде видно заметное расхождение 

точного и приближённого решений. 

 

Задача 3. Бесконечность 

Рассмотрим две системы двигающиеся с ускорением as  вниз 

   

2-й закон Ньютона для первой системы: 

𝑚𝑎𝑠 = 𝑚𝑔 − 𝑇а. 

2-й закон Ньютона для второй системы: 

{

𝑀1𝑎1 = 𝑀1𝑔 − 𝑀1𝑎𝑠 − 𝑇б/2,
𝑀2𝑎2 = 𝑀2𝑔 − 𝑀2𝑎𝑠 − 𝑇б/2,

𝑎1 + 𝑎2 = 0,
 

где 𝑎1, 𝑎2 – ускорение грузиков в НИСО, двигающаяся с ускорением 𝑎𝑠. 

После некоторых математических преобразований получается, что при любом 𝑎𝑠 и  

𝑚 =
4𝑀1𝑀2

𝑀1 + 𝑀2

, 

натяжения верхних нитей у обоих систем равны 𝑇а = 𝑇б = 𝑇. 

В задаче всю систему заменим на один груз с эквивалентной массой 𝑀𝑒, так чтобы 

натяжение верхней нити до и после замены не изменилось. Убрав первую ступеньку 

(первый грузик и первый блок), значение эквивалентной массы не поменяется. Получается 

уравнение: 

𝑀𝑒 =
4𝑀𝑀𝑒

𝑀 + 𝑀𝑒

, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.6−

0.5−

0.4−

0.3−

0.2−

0.1−

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

x

f t( )

t

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1−

0

1

x

f t( )

t
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После замены только правой стороны, получается задача, схема которой показана на 

следующем рисунке. 

 

       𝑎 =
𝑔

2⁄ . 

 

 

 

 

 

Задача 4. Физика в бане 

1. Без гири атмосферное давление влажного воздуха в цилиндре является 

суммой давлений газов, составляющих воздух, и ненасыщенных паров воды 

+= íA ppp  

2. При «нагрузке» объем системы уменьшается в два раза. Давление газов 

увеличивается в два раза (изотермическое сжатие), а давление паров воды 

становится равным давлению насыщенного пара (избыток влаги 

конденсируется)      íA pp
S

mg
p +=+ 2 . 

3. Решаем систему уравнений и получаем ( )( )12 −−= íA pp
g

S
m . 

4. Вычисления:   
( )( )

053,9
10

16,021047359,0101010 554


−−

=
−

m  кг. 
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Задача 5. Раздвигаем и измеряем 

Для систем с периодическими процессами, в которых при внешнем воздействии 

происходит медленное изменение одного из параметров справедлив закон сохранения 

адиабатического инварианта. Для систем с гармоническими колебаниями этот инвариант 

можно записать в виде 

𝑊(𝑥)

𝜔(𝑥)
= 𝑖𝑛𝑣 

Для нашей задачи 

Изменение величины ёмкости 

𝐶′ = 𝜀0

𝑆

𝑑 + 𝑎
𝑡2

2

=
𝐶

𝛽
;       𝛽 = 1 +

𝑎𝑡2

2𝑑
 

Адиабатический инвариант 

𝐿
𝑖0

2

2
∙ √𝐿𝐶 =

𝐶

𝛽

𝑢0
2

2
√𝐿

𝐶

𝛽
 

После преобразования получаем амплитуду напряжения на элементах контура 

𝑢0 = 𝑖0
√𝐿 ∙ 𝛽√𝛽

𝐶
 

 

Задача 6. Оптика худого сосуда 

«Отрезаем» тонкую линзу от дна сосуда (считаем толщину стенки равной 0). Фокусное 

расстояние линзы равно  

𝐹 =
𝑅

𝑛 − 1
 

Слой воды толщиной x сдвигает изображение на величину ∆𝑓 = 𝑥
𝑛−1

𝑛
 (по ходу лучей). Для 

расчёта координаты изображения используем «координатную» формулу изображения в 

тонкой линзе 
1

𝑓
=

1

𝑑
+

1

𝐹
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Эта формула справедлива для любой линзы (собирающей, рассеивающей). Величины 

подставляются в эту формулу со знаком, который они имеют в системе координат, начало 

которой совмещено с оптическим центром линзы. 

Расстояние d после сдвига водной пластиной равно 𝑑 = 𝑥 − 𝑥
𝑛−1

𝑛
=

𝑥

𝑛
. Вычисляем 

координату изображения (в системе координат «рабочий» фокус линзы равен −
𝑅

𝑛−1
) 

𝑓 =
𝑑 ∙ 𝐹

𝑑 + 𝐹
=

𝑥
𝑛

(−
𝑅

𝑛 − 1
)

𝑥
𝑛

−
𝑅

𝑛 − 1

= −𝑅
𝑥

𝑥(𝑛 − 1) − 𝑛𝑅
 

Скорость движения изображения определяем производной по времени 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 𝑣 =

𝑛𝑅2

(𝑥(𝑛 − 1) − 𝑛𝑅)2
∙

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

Распишем скорость движения уровня 

𝜇 = −
𝑑𝑚

𝑑𝑡
= −𝜌

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝜌 ∙ 𝜋𝑅2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
    →     

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝜇

𝜌𝜋𝑅2
 

В итоге 

𝑣 =
𝑛𝑅2

(𝑥(𝑛 − 1) − 𝑛𝑅)2
∙ (−

𝜇

𝜌𝜋𝑅2
) 

Определяем координату изображения и его скорость движения при 𝑥 = 𝑅 

𝑓 = 𝑅;    𝑣 = −
𝑛𝜇

𝜌𝜋𝑅2
 

Подводим итоги.  

Изображение мнимое (𝐹 =
𝑅

𝑛−1
= 3𝑅; 𝑑 =

3

4
𝑅).  

Координата изображения совпадает с координатой источника. 

Скорость изображения направлена вниз (по направлению движения уровня) и 

пропорциональна скорости утечки. 

  



 


