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XXIII Международная олимпиада «Туймаада»

Ежегодно в июле в столице Республики Саха (Якутия) — городе Якутск — про-
ходит Международная олимпиада школьников «Туймаада» по физике, математике,
информатике и химии. Олимпиаду организует Министерство образования РС (Я)
и Северо-восточный федеральный университет им. М.К. Аммосова на базе физико-
математического форума «Ленский край». В разные годы в олимпиаде принимали
участие школьники из Азербайджана, Бельгии, Болгарии, Германии, Казахстана,
Китая, Кыргызстана, Мексики, Монголии, Румынии, США, Таиланда,Турции, Фран-
ции, Южной Кореи и, конечно, из разных регионов России, включая Москву, Санкт-
Петербург, Челябинск и другие города. Также в «Туймааде» регулярно участвуют
члены сборной России и призёры заключительного этапа Всероссийских олимпиад.

Согласно действующему положению олимпиада по физике включает в себя две
лиги: старшую и младшую. В старшей лиге принимают участие учащиеся выпуск-
ного и предвыпускного классов, а в младшей — все остальные школьники. Задачи
старшей лиги по программе и сложности соответствуют Международной физической
олимпиаде, а задачи младшей лиги — 10 классу Всероссийской олимпиады. В каждой
лиге проводятся два тура: теоретический и экспериментальный. На теоретическом
туре в каждой лиге предлагается по пять задач, а на экспериментальном — по две.
Каждый тур длится 5 астрономических часов.

XXIII International olympiad "Tuymaada"

Every year in July in the capital of the Republic of Sakha (Yakutia), the city Yakutsk,
the International School Physics, Mathematics, Informatics and Chemistry Olympiad
«Tuymaada» takes place. The Olympiad is organized by the Republic Sakha’s (Yakutia)
Department of Education and North-Eastern Federal University n.a. M.K. Ammosov
on the base of the physico-mathematical forum «Lensky District». In different years
students from Azerbaijan, Belgium, Bulgaria, China, France, Germany, Kazakhstan,
Kyrgyzstan, Mexico, Mongolia, Romania, South Korea, Thailand, Turkey, the USA
and, of course, from different regions of Russia, including Moscow, Saint-Petersburg,
Chelyabinsk and other cities, took part in the Olympiad. Also members of Russian
national team and prizewinners of final stage of All-Russian Olympiads regularly
participate in «Tuymaada».

According to current regulations, Physics Olympiad includes two leagues: senior league
and junior league. Students of graduation and pre-graduation classes participate in senior
league, all the other school students — in junior one. Senior league problems correspond
in programm and difficulty to those of International Physics Olympiad, junior league
problems — to those of 10th class of All-Russian Olympiad. In each league two rounds
are held: theoretical one and experimental one. In theoretical round five problems are
provided in each league and in experimental round — two problems. Each round lasts
for 5 clock hours.
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Младшая лига

Задача 1. Шары в бесконечном океане
Допустим, что вся Вселенная заполнена несжимаемой жидкостью плотно-

стью ρ0, в которой на большом расстоянии L друг от друга находятся два
однородных твёрдых шара объёмом V каждый и плотностями ρ1 и ρ2.
1. С какой силой F1 взаимодействуют шары между собой?
2. Найдите векторные суммы F21 и F22 сил давления жидкости на первый

и второй шар соответственно.
3. Какие внешние силы F31 и F32 нужно прикладывать к первому и второму

шару соответственно, чтобы удерживать их в покое?
4. Чему равно ускорение a1 первого шара сразу после одновременного от-

пускания обоих шаров, если ускорение второго шара оказалось равно a2?

Задача 2. Растворы Глюка

∆h

H2O H2O+X

Рис. 1

Экспериментатор Глюк проводил опыты с раз-
бавленными растворами: он взял U -образную труб-
ку, разделил её на две части перегородкой, про-
пускающей только воду, и налил в одно колено
трубки чистую воду, а в другое — раствор веще-
ства X в воде (рис. 1). Глюк измерил оказавшу-
юся очень малой долю x вещества X от общего
количества вещества в правом колене и обнару-
жил, что поверхности жидкостей в коленах трубки
расположены на разных уровнях, причём разность
высот ∆h зависит от температуры T по формуле
∆h = xRT/(µg), где R — универсальная газовая постоянная, µ — молярная
масса воды, g — ускорение свободного падения.
1. Найдите разность ∆P давлений жидкостей по разные стороны от перего-

родки. Плотность ρ0 чистой воды и поддерживаемая температура T известны.
2. На какую величину ∆Pn давление насыщенного водяного пара над рас-

твором меньше давления Pn насыщенного пара над чистой водой? Считайте,
что вещество X не испаряется.
3. На какую величину ∆Tk температура кипения раствора при атмосфер-

ном давлении P0 выше температуры кипения чистой воды? Температура Tk

кипения чистой воды зависит от высоты z над уровнем моря (в диапазоне
малых высот) по формуле Tk(z) = Tk(0) − λz, где λ — известная константа.
Плотность воздуха ρ известна.
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Задача 3. Бусинка на винтовой линии
Маленькую бусинку надели на длинную проволоку, изогнутую в форме

винтовой линии с шагом H , вписанную в вертикальный цилиндр радиусом R,
и отпустили без начальной скорости. Коэффициент трения между проволокой
и бусинкой равен µ. Найдите установившийся модуль скорости v бусинки.

Задача 4. Поочерёдное заземление

rR

qn

Qn

Рис. 2

Обкладками сферического конденсатора являются две
концентрические металлические сферы радиусами r и R
(r < R). Конденсатор зарядили до напряжения U0, а за-
тем с помощью перекидного ключа начали поочерёдно за-
землять обкладки конденсатора (рис. 2). Первой заземлили
внутреннюю обкладку, затем внешнюю, потом снова внут-
реннюю и т. д. В итоге каждую из обкладок заземлили n раз.
Найдите конечные заряды qn и Qn на внутренней и внешней
обкладках соответственно.

Задача 5. Электромагнитная фольга

Рис. 3

Две закреплённые полоски хорошо проводящей фольги подклю-
чены с одного конца к источнику с внутренним сопротивлением r,
а с другого конца — к универсальным клеммам (рис. 3). Если меж-
ду клеммами ничего не подключено, то полоски взаимодействуют
с силой F1, а если замкнуть клеммы накоротко, то — с силой F2.
1. С какой силой F3 будут взаимодействовать полоски, если

к клеммам подключить резистор сопротивлением R?
2. При каком сопротивлении R эта сила будет нулевой?
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Старшая лига

Задача 1. Неопределившийся шарик

�u0

�u1 �u2
ϕ

L0

Рис. 4

Две большие гладкие плиты движутся сона-
правленно и перпендикулярно своим плоскостям
с постоянными скоростями �u1 и �u2 (рис. 4). Ма-
ленький лёгкий шарик движется между плита-
ми, упруго отражаясь от них. В начальный мо-
мент времени расстояние между плитами рав-
но L0, а шарик касается догоняющей плиты
и имеет скорость �u0, направленную под углом ϕ
к скорости �u1 этой плиты. Известно соотношение
между скоростями: u0 cosϕ > u1 > u2 > 0.
1. Найдите модуль перемещения S∞ шарика к моменту, когда он сделает

очень много соударений с плитами.
2. Найдите модуль перемещения Sn шарика к моменту сразу после n-го

соударения с плитой для любого заданного n.

Задача 2. Частица в поле
В результате взаимодействия только с однородным магнитным полем ин-

дукцией B частица массой m с зарядом q летит с постоянной по модулю ско-
ростью v вдоль траектории, имеющей радиус кривизны R.
1. Укажите условие, при котором исходные данные непротиворечивы.
2. Оцените расстояние l, на которое сместится частица за большое время t.
3. Найдите критерий применимости использованного приближения.
4. Определите точное расстояние L, на которое сместится частица за про-

извольное время t.

Задача 3. Перестановка слов
Под каким положительным углом ϕ к горизонту нужно бросить тело, что-

бы за время его полёта до возвращения на исходную высоту среднее значение
модуля вектора тангенциального ускорения совпало с модулем среднего значе-
ния вектора нормального ускорения? Сопротивление воздуха не учитывайте.

Примечание. В этой задаче не требуется давать ответ в общем виде,
а необходимо и достаточно получить искомое значение с точностью до десятых
долей углового градуса.
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Задача 4. Треугольная пластина
Пластина в форме правильного треугольника со стороной �

√
2 равномерно

заряжена с поверхностной плотностью σ. Найдите напряжённость E электри-
ческого поля в точке O, расположенной на одинаковом расстоянии � от каждой
вершины пластины.

Задача 5. Комнатная термодинамика
Т а б л и ц а 1

T, ◦C P, Па T, ◦C P, Па
0 611,0 0 611,0
1 657,3 −1 568,6
2 705,8 −2 528,3
3 758,4 −3 490,6
4 813,4 −4 455,2
5 872,5 −5 422,2
6 935,1 −6 391,3
7 1002 −7 362,4
8 1073 −8 335,4
9 1148 −9 310,3
10 1228 −10 286,8
11 1313 −11 264,9
12 1402 −12 244,6
13 1498 −13 225,6
14 1598 −14 208,0
15 1706 −15 191,6
16 1818 −16 176,4
17 1938 −17 162,2
18 2064 −18 149,1
19 2198 −19 137,0
20 2338 −20 125,7

Задача A. В окне закрытой комнаты
установлено бронированное стекло толщи-
ной h1 = 8 см, имеющее коэффициент теп-
лопроводности κ1 = 0,3 Вт/(м·К). Темпера-
тура на улице равна T1 = −20◦C, а в комна-
те поддерживают температуру T2 = 20◦C.
Считайте, что около окна образуется пере-
ходный слой воздуха толщиной h2 = 2 см,
температура которого меняется от темпе-
ратуры комнаты до температуры внутрен-
ней стороны окна. Какая относительная
влажность ϕ установится в комнате, если
изначально воздух был достаточно влаж-
ный? Коэффициент теплопроводности воз-
духа примите равным κ2 = 0,025 Вт/(м·К).

Задача B. Найдите отношение x ско-
ростей падения температуры от начального
значения T = 15◦C сразу после отключения
отопления в закрытой комнате с сухим воз-
духом и в точно такой же комнате с макси-
мально влажным воздухом, если не учиты-
вать теплоёмкость стен и предметов в ком-
нате. Атмосферное давление P0 = 100 кПа.
Удельная теплота парообразования воды
при низких температурах составляет L = 2,5 МДж/кг.

Примечание. В задачах A и B речь идёт о разных комнатах. Давление
насыщенного пара при некоторых температурах приведено в табл. 1.
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Возможные решения

Младшая лига

Задача 1. Шары в бесконечном океане
Из определения плотности выразим массы шаров:

m1 = ρ1V, m2 = ρ2V.

1. Шары взаимодействуют между собой только гравитационно по закону
всемирного тяготения:

F1 =
γm1m2

L2
=

γρ1ρ2V
2

L2
.

2. Мысленно поделим всю жидкость на жидкий шар массой m0 = ρ0V ,
расположенный симметрично второму шару относительно центра первого,
и остальную жидкость. Суммарная сила гравитационного взаимодействия пер-
вого шара и остальной жидкости равна нулю, так как остальная жидкость
симметрична относительно центра первого шара, то есть для каждой частицы
остальной жидкости найдётся другая её частица, которая действует на первый
шар с противоположной гравитационной силой. Будем считать направление
от центра первого шара к центру второго положительным, тогда ускорение
свободного падения, создаваемое в области первого шара гравитационным по-
лем второго и жидкого шаров, имеет вид

g1 =
γm2

L2
− γm0

L2
=

γ(ρ2 − ρ0)V

L2
.

В силу условия L3 � V это гравитационное поле можно считать однородным,
то есть одинаковым в любой точке вблизи первого шара.
Векторная сумма сил давления жидкости (или газа) на покоящееся в среде

тело — это одно из определений силы Архимеда, которое может поставить
в тупик разве что нелюбителей запоминать словесные определения физических
понятий, поэтому искомую силу F21 находим через вес вытесненной жидкости:

F21 = −m0g1 =
γρ0(ρ0 − ρ2)V

2

L2
.

Повторяя те же рассуждения для второго шара (или просто заменяя ин-
дексы), получаем ускорение свободного падения в области второго шара

g2 =
γm1

L2
− γm0

L2
=

γ(ρ1 − ρ0)V

L2
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и ответ на второй вопрос этого пункта:

F22 = −m0g2 =
γρ0(ρ0 − ρ1)V

2

L2
.

3. Чтобы удерживать первый шар в покое, нужно прикладывать к нему
силу, равную по величине и направленную противоположно сумме сил, дей-
ствующих на него со стороны жидкости и второго шара:

F31 = − (m1g1 + F21) = −γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V
2

L2
.

Повторяя те же рассуждения для второго шара (или просто заменяя индексы),
получаем ответ на второй вопрос этого пункта:

F32 = − (m2g2 + F22) = −γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V
2

L2
.

Примечание. Заметим, что найденные силы оказались одинаковыми
(только по модулю, так как положительные направления для них были вы-
браны в разные стороны). Это совпадение можно было предвидеть заранее,
мысленно соединив шары тонким лёгким стержнем: он действовал бы на них
с одинаковыми по модулю силами, а шары оставались бы в покое.

Примечание. Особого внимания заслуживает способ нахождения сил F31

и F32 путём вычитания плотности ρ0 из всего пространства, после чего на месте
жидкости остаётся пустота, а плотности шаров становятся (ρ1 − ρ0) и (ρ2 − ρ0)
соответственно. Сила гравитационного взаимодействия новых шаров с нуж-
ным знаком окажется ответом на оба вопроса этого пункта. Такую силу ещё
называют эффективной силой взаимодействия, а встречаться на практике она
может, например, при расчёте взаимодействия электронов в кристаллической
решётке: они не просто отталкиваются по закону Кулона, а каждый из них
вызывает смещения других зарядов, опосредованно изменяя результирующую
силу на второй электрон, поэтому общее изменение результирующей силы,
действующей на одну частицу, вызванное появлением второй частицы, и на-
зывают эффективной силой взаимодействия. Не следует путать эффективную
силу взаимодействия (учитывающую влияние среды) и обычную силу взаимо-
действия, которую мы нашли в этой задаче в первом пункте.
4. Зачем в условии дано ускорение второго шара, если мы и так знаем

массы шаров и все силы? Дело в существовании так называемой присоединён-
ной массы жидкости, то есть массы жидкости, которая приходит в движение
вместе с телом, так как среда должна расступиться перед телом и заполнить
пространство позади него. Присоединённая масса жидкости зависит только
от формы и размеров движущегося тела и плотности жидкости, поэтому она
будет одинаковой для обоих шаров. С учётом присоединённой массы µ жидко-
сти и найденной в предыдущем пункте результирующей силы

F3 =
γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V

2

L2
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законы движения шаров сразу после их отпускания примут вид

F3 = (m1 + µ)a1, F3 = (m2 + µ)a2,

откуда после исключения µ находим ускорение первого шара:

a1 =
F3a2

F3 + (m1 −m2)a2
.

Примечание. Проверим полученную формулу в частных случаях. Если
шары одинаковые (m1 = m2), то формула даёт вполне ожидаемое равенство
a1 = a2. Если бы жидкости не было, то для избыточных данных должно было
бы выполняться условие F3 = m2a2, после подстановки которого формула
упрощается до тоже вполне ожидаемого вида a1 = F3/m1.

Примерная система оценивания
Ответ для F1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Ответы для F21 и F22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Ответы для F31 и F32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Ответ для a1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Задача 2. Растворы Глюка
1. Плотность разбавленного раствора (x � 1) можно считать равной плот-

ности чистой воды, поэтому искомая разность давлений имеет вид

∆P ≈ ρ0g∆h =
ρ0xRT

µ
.

2. Из уравнения Менделеева–Клапейрона выразим плотность насыщенного
пара над чистой водой:

ρn =
µPn

RT
.

Уменьшение давления насыщенного пара над раствором можно рассчитать
по формуле гидростатического давления столба пара:

∆Pn = ρng∆h =
µPn

RT
· g · xRT

µg
= Pnx. (1)

3. Температура кипения — это температура, при которой давление насыщен-
ного пара равно внешнему давлению. Давление насыщенного пара над раство-
ром меньше, чем над чистой водой, но растёт с ростом температуры. Следова-
тельно, нужно найти такую прибавку ∆Tk к температуре, которая компенси-
рует эффект от рассмотрения раствора (а не чистой воды).
Увеличение давления насыщенных паров на высоте z < 0 (ниже уровня

моря) равно добавочному давлению столба воздуха высотой (−z):

∆Pn = −ρgz = ρg
∆Tk

λ
, (2)
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где величина z выражена из данной в условии зависимости Tk(z). Приравни-
вая формулы (1) и (2) для ∆Pn и учитывая, что при температуре кипения
выполняется равенство Pn = P0, находим искомое различие температур:

∆Tk =
λP0

ρg
x.

Примерная система оценивания
Ответ для ∆P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Плотность насыщенного пара. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Ответ для ∆Pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Равенство Pn = P0 при температуре кипения. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Идея равенства ∆Pn от двух эффектов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение ∆Pn через ∆Tk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Ответ для ∆Tk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

Задача 3. Бусинка на винтовой линии

α

m

mg

F

v

ϕ

N‖

Рис. 5

Рассмотрим вертикальную плоскость α, кото-
рая касается описанного вокруг винтовой линии
цилиндра в точке, в которой расположена бусин-
ка в некоторый момент времени (рис. 5). На бусин-
ку массой m, движущуюся по проволоке с постоян-
ной по модулю скоростью v, действуют три посто-
янные по величине силы: сила тяжести mg и сила
трения F , которые лежат в плоскости α, и сила
нормальной реакции опоры N , которая не лежит,
а потому на рис. 5 изображена не она сама, а её проекция N‖ на плоскость α.
Поскольку бусинка имеет только центростремительное ускорение, которое

перпендикулярно плоскости α и создаётся перпендикулярной плоскости α со-
ставляющей N⊥ нормальной реакции опоры, в плоскости α можно записать
условия равенства сил на направление скорости и перпендикулярное ему:

F = mg sinϕ, N‖ = mg cosϕ, (3)

где угол ϕ наклона траектории к горизонту можно найти из геометрических
размеров винтовой линии:

tgϕ =
H

2πR
. (4)

В системе отсчёта, движущейся вниз со скоростью v sinϕ, бусинка движется
со скоростью v cosϕ по окружности радиусом R, что позволяет найти силу,
создающую центростремительное ускорение:

N⊥ = m · (v cosϕ)
2

R
. (5)
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После записи формулы для силы трения скольжения

F = µN (6)

и теоремы Пифагора для нормальной реакции опоры

N =
√
N2

‖ +N2
⊥ (7)

физическая часть задачи закончилась, а остаётся соединить все уравнения
в систему и решить её относительно v.
Возведём уравнение (6) в квадрат и подставим выражения (7), (3) и (5):

(mg sinϕ)2 = µ2

(
(mg cosϕ)2 +

(
mv2 cos2 ϕ

R

)2
)
,

сократим на m2g2 cos2 ϕ для упрощения:

tg2 ϕ = µ2

(
1 +

v4 cos2 ϕ

g2R2

)
,

используем тригонометрическое тождество 1/ cos2 ϕ = 1 + tg2 ϕ:

v4 = g2R2(1 + tg2 ϕ)

(
tg2 ϕ

µ2
− 1

)
,

подставим формулу (4) и получим окончательный ответ:

v =
√
gR · 4

√(
1 +

H2

4π2R2

)(
H2

4π2R2µ2
− 1

)
.

Заметим, что при условии H < 2πRµ подкоренное выражение отрицатель-
но, что нефизично и свидетельствует о нарушении предположения (6) о том,
что на бусинку будет действовать сила трения именно скольжения, а не покоя.
Значит, ответ нужно дополнить ещё одним случаем: v = 0 при H < 2πRµ.

Примерная система оценивания
Формула для tgϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение для F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение для N‖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение для N⊥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Связь между F и N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Теорема Пифагора для N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Окончательный ответ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Условие, когда бусинка покоится . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Задача 4. Поочерёдное заземление
Пусть q0 и Q0 — начальные заряды на внутренней и внешней обкладках со-

ответственно, тогда из условия электронейтральности конденсатора q0 = −Q0.
Выразим напряжение между обкладками как разность их потенциалов:

U0 = ϕвнеш
0 − ϕвнутр

0 =

(
kQ0

R
+

kq0
R

)
−
(
kQ0

R
+

kq0
r

)
=

= kq0

(
1

R
− 1

r

)
= kQ0

(
1

r
− 1

R

)
,

откуда

Q0 =
Rr

k(R− r)
· U0. (8)

Примечание. Полученное выражение можно было бы записать сразу, вос-
пользовавшись формулой ёмкости сферического конденсатора:

C =
Rr

k(R− r)
.

При заземлении проводника его потенциал становится равным потенциалу
бесконечно удалённого тела, который в соответствии с формулой ϕ(x) = kq/x
равен нулю. Следовательно, заряд обкладки после каждого заземления можно
найти из условия равенства нулю её потенциала:

ϕвнутр
1 =

kQ0

R
+

kq1
r

= 0, откуда q1 = − r

R
Q0;

ϕвнеш
1 =

kQ1

R
+

kq1
R

= 0, откуда Q1 = −q1 =
r

R
Q0.

Расчёт зарядов после второй пары заземлений полностью аналогичен:

ϕвнутр
2 =

kQ1

R
+

kq2
r

= 0, откуда q2 = − r

R
Q1 = −

( r

R

)2
Q0;

ϕвнеш
2 =

kQ2

R
+

kq2
R

= 0, откуда Q2 = −q2 =
( r

R

)2
Q0.

Обобщая результаты для n пар заземлений и подставляя выражение для Q0

из формулы (8), окончательно получим

qn = −
( r

R

)n
· RrU0

k(R− r)
, Qn =

( r

R

)n
· RrU0

k(R − r)
.

Отметим, что в условии не сказано, какая из обкладок была изначально заря-
жена положительно, а какая — отрицательно. В решении мы предположили,
что Q0 > 0, а q0 < 0. Если же это не так, то все ответы поменяют знаки.
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Примерная система оценивания
Выражение Q0 и q0 через U0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Использование условия ϕ = ϕ∞ = 0 при заземлении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Нахождение q1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Нахождение Q1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Общий ответ для qn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Общий ответ для Qn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Комментарий о знаках зарядов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Задача 5. Электромагнитная фольга
Если к клеммам ничего не подключено, то тока в цепи нет и полоски при-

тягиваются за счёт электростатической силы, прямо пропорциональной их за-
рядам, которые сами пропорциональны приложенному напряжению, так как
полоски могут рассматриваться как обкладки конденсатора. Пусть E — ЭДС
источника, а a — некоторый коэффициент, тогда можно записать уравнение

F1 = aE 2. (9)

Если клеммы замкнуты накоротко, то заряды не накапливаются и полоски
отталкиваются за счёт магнитной силы, прямо пропорциональной текущим
по ним токам, которые определяются законом Ома. Таким образом, используя
некоторый коэффициент b, можно записать уравнение

F2 = b

(
E

r

)2

. (10)

Если к клеммам подключен резистор, то наблюдаются и электростатиче-
ское, и магнитное взаимодействия. Согласно закону Ома сила тока I в цепи
и напряжение U между полосками имеют соответственно вид

I =
E

r +R
, U = RI =

RE

r +R
. (11)

Используя те же коэффициенты a и b и считая силу притяжения положи-
тельной, можно записать уравнение

F3 = aU2 − bI2,

откуда после подстановки выражений для U и I из формул (11) и значений
коэффициентов a и b из уравнений (9) и (10) находим искомую силу:

F3 =
F1

E 2
·
(

RE

r +R

)2

− F2r
2

E 2
·
(

E

r +R

)2

=
R2F1 − r2F2

(R+ r)2
. (12)

Примечание.Полезно взять за правило проверять на частные случаи каж-
дый общий ответ. В данном случае в формулу (12) можно подставить R → ∞
и R = 0 и получить соответственно F1 и −F2, что соответствует ожиданиям.
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Чтобы ответить на второй вопрос задачи, приравняем выражение для F3

к нулю, откуда найдём искомое сопротивление, при котором электрическое
и магнитное взаимодействия компенсируются:

R = r

√
F2

F1
.

Примерная система оценивания
Получение пропорциональности F1 = aU2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Получение пропорциональности F2 = aI2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Применение закона Ома . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Учёт направления сил . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Ответ для F3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Ответ для R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Старшая лига

Задача 1. Неопределившийся шарик
1. Поскольку при соударениях шарика с плитами трения нет, составляю-

щая скорости шарика, перпендикулярная направлению движения плит, будет
оставаться постоянной:

v⊥ = u0 sinϕ.

По мере сближения плит соударения шарика будут происходить всё чаще и их
количество будет неограниченно расти, поэтому величину S∞ можно найти,
рассмотрев ситуацию, когда расстояние между плитами станет пренебрежимо
мало, то есть плиты почти столкнутся, из чего находим смещение x∞ догоня-
ющей плиты к моменту t∞ их встречи:

t∞ =
L0

u1 − u2
, x∞ = u1t∞ =

L0u1

u1 − u2
.

Смещение шарика в поперечном направлении имеет вид

y∞ = v⊥t∞ =
L0u0 sinϕ

u1 − u2
.

Ответ на первый вопрос получаем по теореме Пифагора:

S∞ =
√
x2∞ + y2∞ =

L0

u1 − u2

√
u2
1 + u2

0 sin
2 ϕ.

2. Для упрощения расчётов перейдём в систему отсчёта, движущуюся в на-
правлении движения плит со скоростью vc = (u1+u2)/2 и будем рассматривать
пока только продольное движение шарика. В новой системе отсчёта плиты
сближаются с одинаковыми по модулю скоростями u = (u1 − u2)/2, а шарик
имеет начальную скорость v0 = u0 cosϕ− vc.
Пусть vn — модуль скорости шарика сразу после n-го соударения, тогда

из условия упругости удара (модуль скорости шарика относительно плиты
не изменяется в результате удара) можно записать рекуррентное соотношение

vn = vn−1 + 2u,

из которого следует общая формула

vn = v0 + 2un.

Пусть Ln — расстояние между плитами сразу после n-го соударения, τn —
длительность движения шарика со скоростью vn, то есть промежуток времени
между соударениями с номерами n и n+1, тогда из формул для равномерного
движения можно записать следующие уравнения:

τn =
Ln

vn + u
=

Ln

v0 + 2un+ u
, (13)
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Ln = Ln−1 − 2uτn−1 = Ln−1 − 2uLn−1

v0 + 2un− u
= Ln−1 · v0 + 2un− 3u

v0 + 2un− u
.

Применим последнюю формулу, последовательно выражая Ln через Ln−1,
потом Ln−1 через Ln−2 и так далее до L1 = L0(v0 − u)/(v0 + u):

Ln =
v0 + 2un− 3u

v0 + 2un− u
· v0 + 2un− 5u

v0 + 2un− 3u
· ... · v0 + u

v0 + 3u
· v0 − u

v0 + u
· L0,

откуда после сокращения получаем общую формулу

Ln =
(v0 − u)L0

v0 + 2un− u
. (14)

Примечание. Всегда полезно проверять нетривиальные общие формулы
(даже промежуточные) на частные случаи. При n = 0 формула (14) даёт вер-
ное тождество L0 = L0. При v0 = u формула (14) даёт L1 = 0, что вполне ожи-
даемо, так как в этом случае шарик движется вместе с догоняющей плитой
и первое же его соударение с другой плитой будет одновременно и соударением
плит. При v0 � 2un формула (14) даёт Ln ≈ L0, что вполне ожидаемо, так как
в этом случае плиты почти не успеют сдвинуться за время всех n соударений
шарика.
Подставив выражение (14) в равенство (13), получаем общую формулу

τn =
(v0 − u)L0

(v0 + 2un− u)(v0 + 2un+ u)
,

которую перепишем в более удобном для суммирования виде:

τn =
(v0 − u)L0

2u

(
1

v0 + 2un− u
− 1

v0 + 2un+ u

)
,

чтобы найти момент времени n-го соударения:

tn = τ0 + τ1 + ...+ τn−1 =
(v0 − u)L0

2u

((
1

v0 − u
− 1

v0 + u

)
+

+

(
1

v0 + u
− 1

v0 + 3u

)
+ ...+

(
1

v0 + 2un− 3u
− 1

v0 + 2un− u

))
=

=
(v0 − u)L0

2u

(
1

v0 − u
− 1

v0 + 2un− u

)
=

nL0

v0 + 2un− u
. (15)

Примечание. Привычным уже образом проверяем нетривиальную общую
формулу на частные случаи. При n = 0 формула (15) даёт t0 = 0, что вполне
ожидаемо, так как изначальное касание шарика и плиты можно считать ну-
левым соударением. При n → ∞ формула (15) даёт t∞ = L0/(2u), что совпа-
дает с результатом из первого пункта задачи. При u = 0 формула (15) даёт
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tn = nL0/v0, что вполне ожидаемо, так как при неподвижных плитах шарик
проходит между соударениями один и тот же путь L0.
Вернёмся в исходную систему отсчёта. Сразу после чётного соударения ша-

рик находится около догоняющей плиты, имеющей в этот момент смещение
u1tn, а сразу после нечётного — около другой плиты, отстоящей на Ln дальше
догоняющей. С использованием операции остатка от деления смещение шари-
ка вдоль направления движения плит записывается одной формулой:

xn = u1tn + Ln · (nmod 2) =
u1nL0

v0 + 2un− u
+

(v0 − u)L0

v0 + 2un− u
· (nmod 2) =

= L0 · u1n+ (u0 cosϕ− u1)(nmod 2)

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.

Смещение шарика в поперечном направлении имеет вид

yn = v⊥tn =
L0nu0 sinϕ

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.

Ответ на второй вопрос получаем по теореме Пифагора:

Sn =
√
x2
n + y2n =

L0

√
(u1n+ (u0 cosϕ− u1)(nmod 2))2 + n2u2

0 sin
2 ϕ

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.
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Ответ для S∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Общая формула для vn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Общая формула для Ln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Общая формула для τn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Общая формула для tn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Ответ для Sn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Задача 2. Частица в поле
Заряженная частица движется в однородном магнитном поле по винтовой

линии в результате сложения двух движений: движения вдоль поля с постоян-
ной скоростью v‖ и движения в перпендикулярной полю плоскости по окруж-
ности радиусом r с постоянной скоростью v⊥.
1. Частица движется под действием силы Лоренца F = qv⊥B, поэтому

из второго закона Ньютона F = ma выразим ускорение a частицы:

a =
qv⊥B
m

. (16)

Подставив полученное выражение в формулу центростремительного ускорения
a = v2/R, получим составляющую скорости частицы поперёк поля:

v⊥ =
mv2

qBR
. (17)
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По теореме Пифагора v2 = v2‖ + v2⊥ находим составляющую скорости частицы
вдоль поля:

v‖ = v

√
1− m2v2

q2B2R2
.

Исходные данные непротиворечивы, если подкоренное выражение неотрица-
тельно, то есть при условии mv � qBR.
2. Движение по окружности ограничено, поэтому его вкладом в общее пе-

ремещение через большое время можно пренебречь по сравнению с перемеще-
нием вдоль поля, откуда следует оценка для искомого смещения:

l ≈ v‖t = vt

√
1− m2v2

q2B2R2
. (18)

3. В инерциальной системе отсчёта, движущейся со скоростью v‖ вдоль по-
ля, частица движется по окружности радиусом r с постоянной скоростью v⊥
и тем же ускорением a, поэтому из формулы центростремительного ускорения
a = v2⊥/r после подстановки выражений (16) и (17) находим радиус окружно-
сти:

r =
v2⊥
a

=
mv⊥
qB

=
m2v2

q2B2R
. (19)

Использованное при поиске l приближение корректно, когда l � r, откуда
после подстановки выражений (18) и (19) находим критерий применимости:

t � m2v

q2B2R

(
1− m2v2

q2B2R2

)−1/2

.

Примечание. Упрощённый критерий «время много больше периода обра-
щения», приводящий к соотношению qBt � 2πm, недостаточен для оценки
применимости использованного приближения, так как не учитывает соотно-
шение скоростей: частица может долго обращаться, но из-за малой составля-
ющей v‖ почти не сместиться в итоге.
4. Для нахождения L нужно учесть поперечное смещение частицы. За вре-

мя t она сместится вдоль окружности на угол ϕ = v⊥t/r. Хорда, стягивающая
эту дугу, имеет длину

l⊥ = 2r
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ = 2m2v2

q2B2R

∣∣∣∣sin
(
qB

2m
t

)∣∣∣∣ .
По теореме Пифагора находим общее смещение:

L =
√
l2 + l2⊥ =

√(
1− m2v2

q2B2R2

)
v2t2 +

4m4v4

q4B4R2
sin2

(
qB

2m
t

)
.
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Выражение для v‖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Приближённое выражение для l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение для r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Критерий применимости приближения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Выражение для l⊥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Точное выражение для L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Задача 3. Перестановка слов
Модуль вектора тангенциального ускорения отвечает за изменение модуля

скорости, поэтому для нахождения его среднего значения достаточно поделить
общее изменение модуля скорости в ходе подъёма тела до наивысшей точки
на время подъёма, так как среднее значение за время спуска будет таким же
в силу симметрии движения, а вот применять эту логику сразу ко всему полёту
было бы ошибкой, так как модуль скорости зависит от времени не монотонно,
меняя убывание на рост в наивысшей точке траектории.
Пусть v0 — начальная скорость тела, g — ускорение свободного падения, то-

гда время подъёма вычисляется по формуле T = v0 sinϕ/g, а среднее значение
модуля вектора тангенциального ускорения имеет вид

〈|�at|〉 = v0 − v0 cosϕ

T
= g · 1− cosϕ

sinϕ
. (20)

Расчёт модуля среднего значения вектора нормального ускорения принци-
пиально отличается от предыдущих выкладок, причём не только тем, что рас-
сматривается другая составляющая ускорения, а ещё и тем, что теперь сначала
выполняется усреднение, а потом уже берётся модуль.
В силу симметрии движения относительно вертикальной прямой, проходя-

щей через наивысшую точку траектории, среднее значение вектора нормально-
го ускорения будет направлено вертикально вниз, поэтому можно сразу усред-
нять только его вертикальную проекцию any, причём только за время подъёма,
так как за время спуска среднее значение проекции будет таким же. Пусть α —
угол наклона скорости к горизонту в момент времени t от начала полёта, тогда
искомое среднее значение имеет вид

|〈�an〉| = |〈any〉| = 1

T

T∫

0

g cos2 αdt =
1

T

T∫

0

gdt

tg2 α+ 1
=

=
1

T

T∫

0

gdt(
v0 sinϕ−gt
v0 cosϕ

)2
+ 1

=
v0 cosϕ

T
· arctg

(
gt− v0 sinϕ

v0 cosϕ

)∣∣∣∣
T

0

=
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=
g cosϕ

sinϕ
· (arctg 0− arctg(− tgϕ)) =

gϕ cosϕ

sinϕ
. (21)

Приравнивая финальные выражения (20) и (21), получаем после сокраще-
ния на g ctgϕ уравнение

1

cosϕ
− 1 = ϕ. (22)

Это трансцендентное уравнение, поэтому решить мы его можем только чис-
ленными методами. Чтобы определить число его решений в интересующем
нас промежутке 0 < ϕ < π/2, построим на рис. 6 графики левой (сплошная
линия) и правой (пунктирная линия) частей уравнения (22).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

Рис. 6

Из эскиза графика (участники на олимпиаде не могут использовать про-
граммы для построения графиков, поэтому и мы не будем пытаться опреде-
лить ответ с ходу по графику) можно видеть, что уравнение имеет в интервале
0 < ϕ < π/2 единственный корень вблизи точки ϕ ≈ 1, что можно было обна-
ружить и без графика, если заметить, что cos 1 ≈ cos 60◦ = 0,5.

22 XXIII Международная олимпиада «Туймаада»

Чтобы улучшить точность полученной оценки ϕ ≈ 1, воспользуемся мето-
дом последовательных приближений, записав уравнение (22) в виде функции

ϕn = f(ϕn−1) =
1

cosϕn−1
− 1. (23)

Взяв в качестве нулевого приближения ϕ0 = 1, найдём следующие:

ϕ1 = f(ϕ0) ≈ 0,851,

ϕ2 = f(ϕ1) ≈ 0,517,

ϕ3 = f(ϕ2) ≈ 0,150,

ϕ4 = f(ϕ3) ≈ 0,011.

Видно, что последовательность всё больше удаляется от предполагаемого
положения корня, значит, функция (23) была выбрана неудачно, поэтому пе-
репишем уравнение (22) по-другому:

ϕn = F (ϕn−1) = arccos

(
1

ϕn−1 + 1

)
. (24)

Взяв в качестве нулевого приближения ϕ0 = 1, найдём следующие:

ϕ1 = F (ϕ0) ≈ 1,047,

ϕ2 = F (ϕ1) ≈ 1,060,

ϕ3 = F (ϕ2) ≈ 1,064,

ϕ4 = F (ϕ3) ≈ 1,065,

ϕ5 = F (ϕ4) ≈ 1,065.

Поскольку равенство ϕ5 = ϕ4 выполнено с достаточной точностью, можно
записать окончательный ответ:

ϕ ≈ 1,065 ≈ 61,0◦.

Примечание. Заметим, что результат применения метода последователь-
ных приближений существенно зависит от выбранной формы записи уравне-
ния в виде функции. Если последовательность приближённых значений стре-
мится к искомой величине, то говорят, что метод сходится, а иначе — что метод
расходится. Почему так происходит и как выбирать «правильные» функции,
рассказывается в курсе вычислительной математики.

Примерная система оценивания
Выражение для 〈|�at|〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Выражение для |〈�an〉| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Получение нулевого приближения ϕ0 ≈ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Получение численного ответа ϕ ≈ 1,065 ≈ 61,0◦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

Задача 4. Треугольная пластина
Общая формула. Сперва выведем полезную общую формулу

F⊥ = σΦ, (25)

где σ — поверхностная плотность заряда равномерно заряженной пластины,
Φ — поток внешнего электрического поля (не обязательно однородного) че-
рез пластину, F⊥ — перпендикулярная пластине проекция силы, действующей
на пластину со стороны внешнего электрического поля.
На малый кусочек пластины, имеющий площадь dS и заряд dq = σdS,

действует перпендикулярно пластине сила dF⊥ = E⊥dq. Интегрирование dF⊥
по всей пластине площадью S с использованием определения потока Φ даёт
заявленную формулу:

F⊥ =

∫

S

dF⊥ = σ

∫

S

E⊥dS = σΦ.

Решение задачи. Поместим в точку O пробный заряд q и запишем иско-
мую напряжённость в виде E = F/q, где F — сила, действующая на пробный
заряд со стороны пластины. По третьему закону Ньютона такая же по модулю
сила F действует на пластину со стороны пробного заряда. В силу симметрии
системы относительно поворота на угол 2π/3 вокруг оси, проходящей через
точку O и центр пластины, сила F направлена вдоль этой оси, откуда следует
равенство F = F⊥. С учётом формулы (25) получаем выражение

E =
σΦ

q
, (26)

где Φ — поток электрического поля пробного заряда через пластину.

q
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Рис. 7

Заметим, что пластину и проб-
ный заряд можно разместить внутри
и на поверхности куба так, как показано
на рис. 7. Поскольку 8 касающихся кубов
с общей вершиной O полностью окру-
жают заряд q, поток Φ составляет 1/8
долю суммарного потока Φ0 от заряда q,
который согласно теореме Гаусса имеет
вид Φ0 = q/ε0.
Подстановка выражения Φ = q/(8ε0)

в формулу (26) даёт окончательный от-
вет:

E =
σ

8ε0
.
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Задача 5. Комнатная термодинамика
Задача A. Пусть T3 — температура внутренней стороны окна, S — пло-

щадь окна, тогда равенство потоков тепла через стекло и через пограничный
слой воздуха имеет вид

κ1 · S · T3 − T1

h1
= κ2 · S · T2 − T3

h2
,

откуда получаем равенство

T3 =

κ1

h1
· T1 +

κ2

h2
· T2

κ1

h1
+ κ2

h2

≈ −10◦C.

Пар будет конденсироваться на стекле, пока его давление не станет равно
давлению насыщенного пара при температуре стекла. Отсюда находим уста-
новившуюся влажность воздуха в комнате:

ϕ =
Pнас(T3)

Pнас(T1)
=

286,8 Па
2338 Па

≈ 12,3%.

Задача B. Искомое отношение найдём по формуле x = ∆Q2/∆Q1, где∆Q1

и ∆Q2 — количества теплоты, которые нужно подвести к соответственно су-
хому и максимально влажному воздуху для нагревания на небольшую темпе-
ратуру ∆T . Пусть V — объём комнаты, ν — количество воздуха в комнате,
R — универсальная газовая постоянная, тогда с помощью уравнения Менделе-
ева–Клапейрона можно записать первое начало термодинамики в виде

∆Q1 =
5

2
νR∆T =

5

2
· P0V

T
·∆T. (27)

Поскольку воздух максимально влажный, давление P пара находим по таб-
лице из условия, а давление Pa воздуха выражаем как парциальное давление:

P = Pнас(T ) = 1706 Па, Pa = P0 − P = 98,3 кПа.

Аналогичное формуле (27) выражение для влажного воздуха имеет вид

∆Q′
2 =

5

2
· PaV

T
·∆T + 3 · PV

T
·∆T,
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где при записи числовых коэффициентов учтено, что водяной пар является
трёхатомным газом, но ещё не учтено испарение воды. Из уравнения Менделе-
ева–Клапейрона выразим массу пара и её изменение:

m =
µPнасV

RT
, ∆m = m′(T )∆T =

µV

RT 2
(T · P ′

нас(T )− Pнас)∆T.

Производную из предыдущей формулы найдём численно по таблице:

a = P ′
нас(T ) =

Pнас(T + 1 К)− Pнас(T − 1 К)
2 К

= 110 Па/К.

Примечание. Заметим, что формулы численного взятия производной

f ′(x) =
f(x+∆x)− f(x)

∆x
и f ′(x) =

f(x)− f(x−∆x)

∆x

дают из-за конечности ∆x различные результаты, лежащие обычно по разные
стороны от истинного значения, поэтому более точной формулой численного
дифференцирования является их среднее арифметическое:

f ′(x) =
1

2

(
f(x+∆x) − f(x)

∆x
+

f(x)− f(x−∆x)

∆x

)
=

f(x+∆x) − f(x−∆x)

2∆x
,

которым мы и воспользовались при вычислении a. О том, как выбрать опти-
мальную формулу для конкретной функции, что особенно важно для кратных
производных, рассказывается в курсе вычислительной математики.
Количество теплоты, необходимой для испарения, имеет вид

∆Q′′
2 = L∆m =

µV

RT 2
(aT − P )∆T.

Используя выражение ∆Q2 = ∆Q′
2 +∆Q′′

2 , получим искомое отношение:

x =
Pa

P0
+

6P

5P0
+

2µL

5RTP0
(aT − P ).

Каждое слагаемое в этой формуле связано с отдельным эффектом, поэтому
для их количественного сравнения вычислим x поэтапно (не забыв при подста-
новке перевести температуру в кельвины):

x = 0,983 + 0,0205 + 2,254 ≈ 3,26.

Таким образом, сухой воздух остывает существенно быстрее влажного.
Примечание. Первые два слагаемых дают в сумме 1 с хорошей точно-

стью, то есть теплоёмкости сухого и влажного воздуха можно считать почти
одинаковыми. Однако главный эффект создаёт третье слагаемое, отвечающее
за фазовый переход, причём с ростом T величина a будет расти всё быстрее,
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так что затратами теплоты на нагревание газа в какой-то момент можно будет
вообще пренебречь по сравнению с затратами теплоты на испарение жидкости.
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Junior league

Problem 1. Balls in infinite ocean
Suppose that the whole Universe is filled with an incompressible liquid with a

density ρ0, in which there are located at a large distance L from each other two
uniform solid balls each having a volume V and densities ρ1 and ρ2.
1. With what force F1 do the balls interact with each other?
2. Find vector sums F21 and F22 of fluid-pressure-induced forces on the first

and second balls, respectively.
3. What external forces F31 and F32 must be applied to the first and second

balls, respectively, to keep them at rest?
4. What is an acceleration a1 of the first ball immediately after a simultaneous

release of both balls, if an acceleration of the second ball is equal to a2?

Problem 2. Gluck’s solutions

∆h

H2O H2O+X

Fig. 8

Gluck, an experimenter, carried out experiments
with dilute solutions: he took a U -shaped tube,
divided it into two parts by a partition, which is
permeable only to water, and poured pure water
in one knee of tube, and in the other knee he
poured a water solution of substance X (fig. 8).
Gluck measured a turned out to be very small
fraction x of substance X of total amount of matter
in the right knee and found that surfaces of liquids
in the knees of tube are located on different levels,
moreover, a difference of heights ∆h depends on a
temperature T according to a formula ∆h = xRT/(µ(g), where R is the universal
gas constant, µ is the molar mass of water, g is the free fall acceleration.
1. Find a difference ∆P of pressures of liquids on different sides from the

partition. The density ρ0 of pure water and a maintained temperature T are known.
2. By what value ∆Pn is a saturated water vapor pressure above the solution

less than a saturated vapor pressure Pn above the pure water? Suppose that the
substance X does not evaporate.
3. By what value ∆Tk is a boiling temperature of solution at an atmospheric

pressure P0 greater than a boiling temperature of pure water? The boiling
temperature Tk of pure water depends on a height z over sea level (in a range
of small heights) according to a formula Tk(z) = Tk(0) − λz, where λ is a known
constant. A density of air ρ is known.
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Problem 3. Bead on helix
A small bead was put on a long wire bent in a form of helix with a lead H ,

inscribed in a vertical cylinder of radius R, and the bead was released without an
initial speed. A coefficient of friction between the wire and the bead is equal to µ.
Find a steady speed v of bead.

Problem 4. Alternate grounding

rR

qn

Qn

Fig. 9

Plates of spherical capacitor are two concentric metal
spheres of radii r and R (r < R). The capacitor was charged to a
voltage U0, and then by means of flip-flop switch one started
to alternately ground the capacitor plates (fig. 9). The inner
plate was grounded as the first one, then the outer plate was
grounded, then again the inner plate was grounded, and so on.
As a result, each of plates was grounded n times. Find final
charges qn and Qn on the inner and outer plates, respectively.

Problem 5. Electromagnetic foil

Fig. 10

Two fixed strips of well conductive foil are connected from one
end to a source with an internal resistance r, and from the other
end to universal terminals (fig. 10). If between the terminals nothing
is connected, then the strips interact with each other with a force F1,
and if the terminals are short-circuited, then the strips interact with
each other with a force F2.
1. With what force F3 will the strips interact with each other if a

resistor of resistance R is connected to the terminals?
2. At what resistance R will this force be equal to zero?
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Senior league

Problem 1. Undecided small ball

�u0

�u1 �u2
ϕ

L0

Fig. 11

Two large smooth plates move codirectionally
and perpendicular to their planes with constant
velocities �u1 and �u2 (fig. 11). A small light ball
moves between the plates elastically reflecting
from them. At an initial moment of time a distance
between the plates is equal to L0, and the ball
touches the overtaking plate and has a velocity �u0

directed at an angle ϕ to the velocity �u1 of
the plate. It is known a relation between speeds:
u0 cosϕ > u1 > u2 > 0.
1. Find a magnitude of displacement S∞ of ball to a moment, when it makes

very many collisions with the plates.
2. Find a magnitude of displacement Sn of ball to a moment immediately

after an nth collision with the plate for any given n.

Problem 2. Particle in field
As a result of interaction only with a homogeneous magnetic field with a

magnetic induction B a particle of mass m with a charge q flies with a constant in
magnitude velocity v along a trajectory having a radius of curvature R.
1. Specify a condition, under which the given data are consistent.
2. Estimate a distance l, to which the particle will shift during a large time t.
3. Find a criterion of applicability of used approximation.
4. Determine the exact distance L, to which the particle will shift during an

arbitrary time t.

Problem 3. Rearrangement of words
At what positive angle ϕ to the horizon is it necessary to throw a body so

that during a time of its flight before its return to an original height an average of
absolute value of vector of tangential acceleration coincides with an absolute value
of average of vector of normal acceleration? Do not take into account air resistance.

Note. In this problem it is not required to give an answer in a general form,
but it is necessary and sufficient to obtain the desired value with accuracy to tenths
of angular degree.
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Problem 4. Triangular plate
A plate in a form of regular triangle with a side �

√
2 is uniformly charged with

a surface density σ. Find an electric field E at a point O located at the same
distance � from each vertex of plate.

Problem 5. Room thermodynamics
T a b l e 2

T, ◦C P, Pa T, ◦C P, Pa
0 611.0 0 611.0
1 657.3 −1 568.6
2 705.8 −2 528.3
3 758.4 −3 490.6
4 813.4 −4 455.2
5 872.5 −5 422.2
6 935.1 −6 391.3
7 1002 −7 362.4
8 1073 −8 335.4
9 1148 −9 310.3
10 1228 −10 286.8
11 1313 −11 264.9
12 1402 −12 244.6
13 1498 −13 225.6
14 1598 −14 208.0
15 1706 −15 191.6
16 1818 −16 176.4
17 1938 −17 162.2
18 2064 −18 149.1
19 2198 −19 137.0
20 2338 −20 125.7

Problem A. In a window of a closed room
there is mounted armoured glass of thickness
h1 = 8 cm, having a thermal conductivity
coefficient κ1 = 0.3W/(m ·K). A temperature
outdoors is T1 = −20◦C, and in the room a
temperature T2 = 20◦C is maintained. Assume
that near the window it is formed a transition
layer of air of thickness h2 = 2 cm, a
temperature of which changes from the room
temperature to a temperature of internal side
of window. What relative humidity ϕ will be
established in the room, if initially the air was
humid enough? Take a thermal conductivity
coefficient of air equal to κ2 = 0.025W/(m·K).

Problem B. Find a ratio x of rates of
drop of temperature from an initial value
of T = 15◦C immediately after turning
off heating in a closed room with dry air
and in another identical room with maximally
humid air, if heat capacity of walls and items
in the room is not taken into account. An
atmospheric pressure P0 = 100 kPa. A
specific heat of evaporation of water at low
temperatures is L = 2.5 MJ/kg.

Note. In problems A and B the matter concerns different rooms. Values of
saturated vapour pressure at some temperatures are given in table 2.
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Possible solutions

Junior league

Problem 1. Balls in infinite ocean
From a definition of density we will express masses of balls:

m1 = ρ1V, m2 = ρ2V.

1. The balls interact between themselves only gravitationally according to the
law of universal gravitation:

F1 =
γm1m2

L2
=

γρ1ρ2V
2

L2
.

2. Mentally we will divide the entire liquid into a liquid ball of mass m0 = ρ0V
located symmetrically to the second ball with respect to the center of the first one,
and the rest of liquid. The total force of gravitational interaction of first ball and the
rest of liquid is equal to zero, as the rest of liquid is symmetric with respect to the
center of the first ball, i.e., for every particle of the rest of liquid another particle
will be found, which acts on the first ball with the opposite gravitational force. We
will assume that the direction from the center of the first ball to the center of the
second ball is positive, then the free fall acceleration produced in the region of the
first ball by the gravitational field of the second and liquid balls has the form

g1 =
γm2

L2
− γm0

L2
=

γ(ρ2 − ρ0)V

L2
.

By virtue of condition L3 � V this gravitational field can be considered
homogeneous, i.e., the same at any point near the first ball.
The vector sum of forces of pressure of liquid (or gas) on a body at rest in a

medium — this is one of definitions of the Archimedes buoyant force, which can
baffle except for those who do not like to remember verbal definitions of physical
concepts, therefore, the required force F21 is found by means of weight of displaced
fluid:

F21 = −m0g1 =
γρ0(ρ0 − ρ2)V

2

L2
.

Repeating the same arguments for the second ball (or just replacing indices),
we obtain the free fall acceleration in the region of the second ball

g2 =
γm1

L2
− γm0

L2
=

γ(ρ1 − ρ0)V

L2

and the answer to the second question of this point:

F22 = −m0g2 =
γρ0(ρ0 − ρ1)V

2

L2
.
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3. To keep the first ball at rest, it is required to apply to it a force, which is
equal in magnitude and directed oppositely to the sum of forces acting on it from
the sides of liquid and second ball:

F31 = − (m1g1 + F21) = −γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V
2

L2
.

Repeating the same arguments for the second ball (or just replacing the indices),
we get the answer to the second question of this point:

F32 = − (m2g2 + F22) = −γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V
2

L2
.

Note. We will note that the found forces were the same (only in the absolute
value since the positive directions for them were chosen in the opposite directions).
This coincidence could be foreseen beforehand, mentally connecting the balls by a
thin light rod: it would act on them with forces of the same magnitude, and the
balls would remain at rest.

Note. It deserves special attention a method of finding the forces F31 and F32

by subtracting the density ρ0 from the whole space, after which a void remains
in the place of liquid, and the densities of balls become (ρ1 − ρ0) and (ρ2 − ρ0),
respectively. The strength of gravitational interaction of new balls with the required
sign will be the answer to both questions of this point. This force is also called an
effective force of interaction, and it can be found in practice, for example, in a
calculation of interaction of electrons in a crystal lattice: they do not just repel
each other according to Coulomb’s law, but each of them causes displacements of
other charges, indirectly changing the resulting force acting on the second electron,
therefore, the total change of resulting force acting on one particle induced by
emergence of second particle is called the effective strength of interaction. The
effective strength of interaction (taking into account influence of environment) is
not to be confused with the usual force of interaction, which we found in this
problem in the first point.
4. Why in the problem statement is the acceleration of second ball given, if

we know the masses of balls and all forces anyway? The fact is in existence of
a so-called added-liquid mass, i.e., the mass of liquid, which comes into motion
with the body, since the medium needs to make way for the body and to fill space
behind it. The added-liquid mass depends only on a shape and sizes of moving body
and the density of liquid, therefore it will be the same for both balls. Taking into
account the added-liquid mass µ and the resulting force found in the previous point

F3 =
γ(ρ1 − ρ0)(ρ2 − ρ0)V

2

L2

laws of motion of balls immediately after their release will take a form

F3 = (m1 + µ)a1, F3 = (m2 + µ)a2,
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from which after exclusion of µ we find the acceleration of the first ball:

a1 =
F3a2

F3 + (m1 −m2)a2
.

Note. We will verify the obtained formula in particular cases. If the balls are
the same (m1 = m2), then the formula gives a quite expected equality a1 = a2.
If the liquid was not present, then for redundant data a condition F3 = m2a2 was
supposed to be satisfied, after a substitution of which the formula is simplified to an
also quite expected form a1 = F3/m1.
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Problem 2. Gluck’s solutions
1. A density of dilute solution (x � 1) can be considered as equal to the density

of pure water, therefore, the desired difference of pressures has a form

∆P ≈ ρ0g∆h =
ρ0xRT

µ
.

2. From the Mendeleev-Clapeyron equation (the ideal gas law) we will express
the density of saturated vapor above the pure water:

ρn =
µPn

RT
.

The decrease of saturated vapor pressure above the solution can be calculated
according to a formula of hydrostatic pressure of column of vapor:

∆Pn = ρng∆h =
µPn

RT
· g · xRT

µg
= Pnx. (28)

3. A boiling temperature is a temperature, at which a saturated vapor pressure
is equal to an external pressure. The saturated vapor pressure above the solution is
less than the saturated vapor pressure above the pure water, but it grows with an
increase of temperature. Therefore, it is necessary to find such the increase ∆Tk

to the temperature, which compensates for an effect of consideration of solution
(but not the pure water).
An increase of pressure of saturated vapors at the height z < 0 (below sea level)

is equal to an additional pressure of column of air of height (−z):

∆Pn = −ρgz = ρg
∆Tk

λ
, (29)
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where the quantity z is expressed from the dependence Tk(z) given in the statement
of problem. Equating formulas (28) and (29) for ∆Pn and taking into account that
at the boiling temperature the equality Pn = P0 is satisfied, we find the required
temperature difference:

∆Tk =
λP0

ρg
x.
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Problem 3. Bead on helix

α

m

mg

F

v

ϕ

N‖

Fig. 12

We will consider a vertical plane α that touches
a cylinder, which is circumscribed around the helix,
at a point, in which the bead is located at some
instant of time (fig. 12). The bead of mass m moving
along the wire with the constant speed v is acted upon
by three forces, which are constant in magnitude: a
force of gravity mg and a friction force F , which lie
in the plane α, and a normal reaction force N , which
does not lie in the plane α, and therefore in fig. 12 it
itself is not depicted, but its projection N‖ on the plane α is pictured.
Since the bead has only centripetal acceleration, which is perpendicular to the

plane α and is created by a perpendicular to the plane α component N⊥ of normal
reaction, one can write in the plane α conditions of equality of forces on a direction
of velocity and perpendicular to it:

F = mg sinϕ, N‖ = mg cosϕ, (30)

where the angle ϕ of slope of trajectory to the horizon can be found from geometric
sizes of helix:

tanϕ =
H

2πR
. (31)

In a system of reference moving downward with a speed v sinϕ, the bead moves
with a speed v cosϕ around a circumference of radius R, which allows finding a
force that produces the centripetal acceleration:

N⊥ = m · (v cosϕ)
2

R
. (32)
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After writing a formula for the sliding friction force

F = µN (33)

and the Pythagorean theorem for the normal reaction

N =
√
N2

‖ +N2
⊥ (34)

a physical part of problem is finished, and it remains to combine all the equations
in a system and to solve it for v.
We will square equation (33) and substitute expressions (34), (30) and (32):

(mg sinϕ)2 = µ2

(
(mg cosϕ)2 +

(
mv2 cos2 ϕ

R

)2
)
,

cancel m2g2 cos2 ϕ for simplification:

tan2 ϕ = µ2

(
1 +

v4 cos2 ϕ

g2R2

)
,

use a trigonometric identity 1/ cos2 ϕ = 1 + tan2 ϕ:

v4 = g2R2(1 + tan2 ϕ)

(
tan2 ϕ

µ2
− 1

)
,

substitute formula (31) and obtain a final answer:

v =
√
gR · 4

√(
1 +

H2

4π2R2

)(
H2

4π2R2µ2
− 1

)
.

We will note that under a condition H < 2πRµ the radicand is negative, which
is nonphysical and evidences a violation of assumption (33) that the bead will be
acted upon by exactly the sliding friction force, but not a static friction force. So,
it is necessary to add to the answer one more case: v = 0 for H < 2πRµ.
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Problem 4. Alternate grounding
Let q0 and Q0 be initial charges on the inner and outer plates, respectively,

then from a condition of electroneutrality of capacitor q0 = −Q0. We will express
the voltage between the plates as a difference of their potentials:

U0 = ϕouter
0 − ϕinner

0 =

(
kQ0

R
+

kq0
R

)
−
(
kQ0

R
+

kq0
r

)
=

= kq0

(
1

R
− 1

r

)
= kQ0

(
1

r
− 1

R

)
,

from which
Q0 =

Rr

k(R− r)
· U0. (35)

Note. The obtained expression could be written at once using a formula for
capacitance of spherical capacitor:

C =
Rr

k(R− r)
.

When a conductor is grounded, its potential becomes equal to a potential of
infinitely remote body, which in accordance with a formula ϕ(x) = kq/x is equal
to zero. Therefore, the charge of plate after each ground can be found from the
condition of equality to zero of its potential:

ϕinner
1 =

kQ0

R
+

kq1
r

= 0, from which q1 = − r

R
Q0;

ϕouter
1 =

kQ1

R
+

kq1
R

= 0, from which Q1 = −q1 =
r

R
Q0.

A calculation of charges after the second pair of grounds is completely analogous:

ϕinner
2 =

kQ1

R
+

kq2
r

= 0, from which q2 = − r

R
Q1 = −

( r

R

)2
Q0;

ϕouter
2 =

kQ2

R
+

kq2
R

= 0, from which Q2 = −q2 =
( r

R

)2
Q0.

Generalizing the results for n pairs of grounds and substituting the expression
for Q0 from formula (35), we will finally obtain

qn = −
( r

R

)n
· RrU0

k(R− r)
, Qn =

( r

R

)n
· RrU0

k(R − r)
.

We will note that it is not said in the problem statement, which of plates was
initially positively charged, and which was negatively charged. In the solution we
assumed that Q0 > 0, but q0 < 0. But if this is not so, all the answers will change
the signs.
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Problem 5. Electromagnetic foil
If nothing is connected to the terminals, then there is no current in the electric

circuit and the strips are attracted due to an electrostatic force directly proportional
to their charges, which are themselves proportional to an applied voltage, since the
strips may be considered as capacitor plates. Let E be an EMF of source, and a is
a certain coefficient, then an equation can be written

F1 = aE 2. (36)

If the terminals are short-circuited, then the charges are not accumulated
and the strips repel due to a magnetic force directly proportional to flowing in them
currents, which are determined by Ohm’s law. Thus, using a certain coefficient b,
an equation can be written

F2 = b

(
E

r

)2

. (37)

If the resistor is connected to the terminals, then both the electrostatic and
and magnetic interactions are observed. According to Ohm’s law, a current I in the
circuit and a voltage U between the strips have forms, respectively:

I =
E

r +R
, U = RI =

RE

r +R
. (38)

Using the same coefficients a and b and considering the attraction force as
positive, one can write an equation

F3 = aU2 − bI2,

from which after substituting the expressions for U and I from formulas (38)
and expressions of coefficients of a and b from equations (36) and (37) we find
the required force:

F3 =
F1

E 2
·
(

RE

r +R

)2

− F2r
2

E 2
·
(

E

r +R

)2

=
R2F1 − r2F2

(R+ r)2
. (39)

Note. It is useful to make it a rule to check each general answer for special cases.
In this case in formula (39) one can substitute R → ∞ and R = 0 and obtain F1

and −F2, respectively, which corresponds to expectations.
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In order to answer the second question of problem, we will equate the expression
for F3 to zero, whence we will find the required resistance, at which the electric
and magnetic interactions compensate each other:

R = r

√
F2

F1
.
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Senior league

Problem 1. Undecided small ball
1. Since at the collisions of ball with the plates there is no friction, a component

of velocity of ball, which perpendicular to the direction of movement of plates, will
remain constant:

v⊥ = u0 sinϕ.

As the plates approach each other, the collisions of ball will happen more often
and their number will limitlessly increase, therefore, the value S∞ can be found by
considering a situation when the distance between the plates will be negligible, i.e.,
the plates will almost collide from which we find a shift x∞ of overtaking plate to
the time t∞ of their encounter:

t∞ =
L0

u1 − u2
, x∞ = u1t∞ =

L0u1

u1 − u2
.

A shift of ball in the transverse direction has a form

y∞ = v⊥t∞ =
L0u0 sinϕ

u1 − u2
.

An answer to the first question we get according to the Pythagorean theorem:

S∞ =
√
x2∞ + y2∞ =

L0

u1 − u2

√
u2
1 + u2

0 sin
2 ϕ.

2. To simplify calculations, we will go to a system of reference, moving in the
direction of movement of plates with a speed vc = (u1 + u2)/2 and meanwhile we
will only consider a longitudinal motion of ball. In the new system of reference the
plates come closer with equal in magnitude speeds u = (u1 − u2)/2, and the ball
has an initial velocity v0 = u0 cosϕ− vc.
Let vn be a speed of ball immediately after the nth collision, then from a

condition of elasticity of collision (the speed of ball relative to the plate does not
change as a result of collision) one can write a recurrence relation

vn = vn−1 + 2u,

from which a general formula follows

vn = v0 + 2un.

Let Ln be a distance between the plates immediately after the nth collision,
τn is a time of motion of ball with the speed vn, i.e., the time between collisions
with numbers n and n + 1, then from formulas of uniform motion one can write
the following equations:

τn =
Ln

vn + u
=

Ln

v0 + 2un+ u
, (40)
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Ln = Ln−1 − 2uτn−1 = Ln−1 − 2uLn−1

v0 + 2un− u
= Ln−1 · v0 + 2un− 3u

v0 + 2un− u
.

We will use the last formula, successively expressing Ln through Ln−1,
then Ln−1 through Ln−2, and so on to L1 = L0(v0 − u)/(v0 + u):

Ln =
v0 + 2un− 3u

v0 + 2un− u
· v0 + 2un− 5u

v0 + 2un− 3u
· ... · v0 + u

v0 + 3u
· v0 − u

v0 + u
· L0,

from which after cancellation we obtain a general formula

Ln =
(v0 − u)L0

v0 + 2un− u
. (41)

Note. It is always useful to check nontrivial general formulas (even intermediate
ones) for special cases. When n = 0, formula (41) gives a correct identity L0 = L0.
When v0 = u, formula (41) gives L1 = 0, which is completely expected, as in this
case the ball moves with the overtaking plate and its first collision with the other
plate will simultaneously be the collision of plates. When v0 � 2un, formula (41)
gives Ln ≈ L0, which is fully expected, as in this case the plates will almost not
move during a time of all n collisions of ball.
Substituting expression (41) in equality (40), we obtain a general formula

τn =
(v0 − u)L0

(v0 + 2un− u)(v0 + 2un+ u)
,

which we will rewrite in a more convenient for summing form:

τn =
(v0 − u)L0

2u

(
1

v0 + 2un− u
− 1

v0 + 2un+ u

)
,

in order to find a moment of time of nth collision:

tn = τ0 + τ1 + ...+ τn−1 =
(v0 − u)L0

2u

((
1

v0 − u
− 1

v0 + u

)
+

+

(
1

v0 + u
− 1

v0 + 3u

)
+ ...+

(
1

v0 + 2un− 3u
− 1

v0 + 2un− u

))
=

=
(v0 − u)L0

2u

(
1

v0 − u
− 1

v0 + 2un− u

)
=

nL0

v0 + 2un− u
. (42)

Note. In the usual way we check the nontrivial general formula for special
cases. When n = 0, formula (42) gives t0 = 0, which is completely expected, as the
initial touch of ball and plate can be considered as a zero collision. When n → ∞,
formula (42) gives t∞ = L0/(2u), which coincides with the result from the first
point of problem. When u = 0, formula (42) gives tn = nL0/v0, which is entirely
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expected, since with fixed plates the ball goes through between the collisions the
same path L0.
We will return to an original system of reference. Immediately after an even

collision the ball is near the overtaking plate, which has at this moment a shift
u1tn, and immediately after an odd collision the ball is near the other plate, which
is away from the overtaking one by Ln. With the use of modulo operation the shift
of ball along the direction of movement of plates is written as one formula:

xn = u1tn + Ln · (nmod 2) =
u1nL0

v0 + 2un− u
+

(v0 − u)L0

v0 + 2un− u
· (nmod 2) =

= L0 · u1n+ (u0 cosϕ− u1)(nmod 2)

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.

The shift of ball in the transverse direction has a form

yn = v⊥tn =
L0nu0 sinϕ

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.

An answer to the second question we get according to the Pythagorean theorem:

Sn =
√
x2
n + y2n =

L0

√
(u1n+ (u0 cosϕ− u1)(nmod 2))2 + n2u2

0 sin
2 ϕ

u0 cosϕ− u1 + (u1 − u2)n
.
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Problem 2. Particle in field
The charged particle moves in the homogeneous magnetic field in a helix as a

result of addition of two movements: a motion along the field with a constant
speed v‖ and a motion in a plane perpendicular to the field in a circle of radius r
with a constant speed v⊥.
1. The particle moves under action of the Lorentz force F = qv⊥B, therefore

from Newton’s second law F = ma we will express a particle acceleration a:

a =
qv⊥B
m

. (43)

Substituting the obtained expression into a formula for a centripetal acceleration
a = v2/R, we will obtain the component of particle velocity perpendicular to the
field:

v⊥ =
mv2

qBR
. (44)
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By the Pythagorean theorem v2 = v2‖ + v2⊥ we find the component of particle
velocity along the field:

v‖ = v

√
1− m2v2

q2B2R2
.

The given data are consistent, if the radicand is nonnegative, that is, under the
condition mv � qBR.
2. The circular motion is limited, therefore its contribution to the total

displacement after the large time can be neglected as compared to the displacement
along the field, from which it follows the estimate for the desired shift:

l ≈ v‖t = vt

√
1− m2v2

q2B2R2
. (45)

3. In an inertial reference system moving with the speed v‖ along the field, the
particle moves round the circle of radius r with the constant speed v⊥ and the same
acceleration a, therefore from the formula of centripetal acceleration a = v2⊥/r after
substituting expressions (43) and (44) we find the circle radius:

r =
v2⊥
a

=
mv⊥
qB

=
m2v2

q2B2R
. (46)

The approximation used for finding l is correct when l � r, from which after
substituting expressions (45) and (46) we find the criterion of applicability:

t � m2v

q2B2R

(
1− m2v2

q2B2R2

)−1/2

.

Note. A simplified criterion «the time is much greater than the period of
rotation», leading to a relationship qBt � 2πm, is insufficient for an estimation
of applicability of used approximation, as it does not take into account a ratio of
velocities: the particle can rotate for a long time, but because of small component v‖
the particle can almost not be shifted as a result.
4. For finding L it is necessary to take into account the transverse displacement

of particle. During the time t it will be displaced along the circumference by an
angle ϕ = v⊥t/r. A chord subtending this arc has a length

l⊥ = 2r
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ = 2m2v2

q2B2R

∣∣∣∣sin
(
qB

2m
t

)∣∣∣∣ .
By the Pythagorean theorem we find the total displacement:

L =
√
l2 + l2⊥ =

√(
1− m2v2

q2B2R2

)
v2t2 +

4m4v4

q4B4R2
sin2

(
qB

2m
t

)
.
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Problem 3. Rearrangement of words
The absolute value of vector of tangential acceleration is responsible for a change

of speed, therefore for finding its average value it is sufficient to divide the total
change of speed in the course of rise of body to the highest point by a time of rise,
so an average over a time of descent will be the same by virtue of symmetry of
movement, however, it would be a mistake to apply this logic directly to the whole
flight as the speed nonmonotonically depends on the time, changing a decrease to
an increase at the highest point of trajectory.
Let v0 be the initial velocity of body, g is the free fall acceleration, then the

time of rise is calculated according a formula T = v0 sinϕ/g, and the average of
absolute value of vector of tangential acceleration has a form

〈|�at|〉 = v0 − v0 cosϕ

T
= g · 1− cosϕ

sinϕ
. (47)

A calculation of absolute value of average of vector of normal acceleration is
fundamentally different from the previous computations, and by not only that
another component of acceleration is considered, but yet in that now at first the
averaging is carried out, and then the absolute value is taken.
By virtue of symmetry of movement relative to a vertical straight line passing

through the highest point of trajectory, the average of vector of normal acceleration
will be directed vertically down, therefore, only its vertical projection any can
immediately be averaged, and only during the time of rise, as during the time of
descent the average of projection will be the same. Let α be a slope angle of velocity
to the horizon at a time t from the start of flight, then the desired average value
has a form

|〈�an〉| = |〈any〉| = 1

T

T∫

0

g cos2 αdt =
1

T

T∫

0

gdt

tg2 α+ 1
=

=
1

T

T∫

0

gdt(
v0 sinϕ−gt
v0 cosϕ

)2
+ 1

=
v0 cosϕ

T
· arctg

(
gt− v0 sinϕ

v0 cosϕ

)∣∣∣∣
T

0

=
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=
g cosϕ

sinϕ
· (arctg 0− arctg(− tgϕ)) =

gϕ cosϕ

sinϕ
. (48)

Equating final expressions (47) and (48), we obtain after cancellation of g ctgϕ
an equation

1

cosϕ
− 1 = ϕ. (49)

This is a transcendental equation, so we can solve it only by numerical methods.
To determine a number of its solutions in an interval 0 < ϕ < π/2, which is of
interest to us, we will plot in fig. 13 graphs of left (a solid line) and right (a dotted
line) sides of equation (49).
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Fig. 13

From a draft of graph (participants of Olympiad may not use programs for
plotting, therefore, we will not try to determine an answer immediately from the
graph) it can be seen that the equation has in the interval 0 < ϕ < π/2 the only
root near a point ϕ ≈ 1, that can be found without the graph, if one notices that
cos 1 ≈ cos 60◦ = 0.5.
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In order to improve the accuracy of obtained estimate ϕ ≈ 1, we will use a
method of successive approximations writing equation (49) in a form of function

ϕn = f(ϕn−1) =
1

cosϕn−1
− 1. (50)

Taking as a zero-order approximation ϕ0 = 1, we will find the following:

ϕ1 = f(ϕ0) ≈ 0.851,

ϕ2 = f(ϕ1) ≈ 0.517,

ϕ3 = f(ϕ2) ≈ 0.150,

ϕ4 = f(ϕ3) ≈ 0.011.

It is seen that the sequence more and more moves from the assumed position of
root, so, function (50) was poorly chosen, therefore, we will rewrite equation (49)
in another way:

ϕn = F (ϕn−1) = arccos

(
1

ϕn−1 + 1

)
. (51)

Taking as the zero-order approximation ϕ0 = 1, we will find the following:

ϕ1 = F (ϕ0) ≈ 1.047,

ϕ2 = F (ϕ1) ≈ 1.060,

ϕ3 = F (ϕ2) ≈ 1.064,

ϕ4 = F (ϕ3) ≈ 1.065,

ϕ5 = F (ϕ4) ≈ 1.065.

Since the equality ϕ5 = ϕ4 is fulfilled with the sufficient accuracy, the final
answer can be written:

ϕ ≈ 1.065 ≈ 61.0◦.

Note. We will note that the result of application of method of successive
approximations significantly depends on the selected form of writing the equation
in the form of function. If the sequence of approximate values tends to the desired
value, then they say that the method converges, but otherwise — that the method
diverges. It is described in a course of computational mathematics why it happens
like this and how to select «correct» functions.
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Problem 4. Triangular plate
General formula. At first we will derive a useful general formula

F⊥ = σΦ, (52)

where σ is the surface density of charge of uniformly charged plate, Φ is a flux
of external electric field (not necessarily homogeneous) through the plate, F⊥ is a
perpendicular to the plate projection of force, acting on the plate from the external
electric field.
On a small piece of plate having an area dS and a charge dq = σdS a force

dF⊥ = E⊥dq acts perpendicular to the plate. An integration of dF⊥ over the whole
plate of area S with the use of definition of flux Φ gives the stated formula:

F⊥ =

∫

S

dF⊥ = σ

∫

S

E⊥dS = σΦ.

Solution of problem. We will place a test charge q at the point O and write
the desired electric field as E = F/q, where F is the force acting on the test charge
from the plate. According to Newton’s third law the same in magnitude force F
acts on the plate from the test charge. By virtue of system symmetry of rotation by
an angle 2π/3 about an axis passing through the point O and the center of plate,
the force F is directed along this axis, from which an equality F = F⊥ follows.
Taking into account formula (52), we obtain an expression

E =
σΦ

q
, (53)

where Φ is the flux of electric field of test charge through the plate.

q
O �

�

�

�
√
2

�
√
2

�
√
2

Fig. 14

We will note that the plate and the
test charge can be placed inside and on a
surface of the cube as shown in fig. 14.
Since 8 touching cubes with the common
vertex O completely surround the charge q,
the flux Φ is 1/8 of total flux Φ0 from the
charge q, which according to Gauss’s
theorem has a form Φ0 = q/ε0.
A substitution of expression

Φ = q/(8ε0) in formula (53) gives the
final answer:

E =
σ

8ε0
.
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Problem 5. Room thermodynamics
Задача A. Let T3 be the temperature of internal side of window, S is an

area of window, then an equality of heat fluxes through the glass and through the
boundary layer of air has a form

κ1 · S · T3 − T1

h1
= κ2 · S · T2 − T3

h2
,

from which we obtain an equality

T3 =

κ1

h1
· T1 +

κ2

h2
· T2

κ1

h1
+ κ2

h2

≈ −10◦C.

The vapour will condense on the glass until its pressure will become equal to the
saturated vapour pressure at the temperature of glass. Hence we find the steady
air humidity in the room:

ϕ =
Psat(T3)

Psat(T1)
=

286.8 Pa
2338 Pa

≈ 12.3%.

Problem B. The required ratio we will find according to a
formula x = ∆Q2/∆Q1, where ∆Q1 and ∆Q2 are amounts of heat, which
it is necessary to bring to the dry and maximally humid air, correspondingly, to
heat by a small temperature ∆T . Let V be a volume of room, ν is an amount
of air in the room, R is the universal gas constant, then with the use of the
Mendeleev-Clapeyron equation (the ideal gas law) one can write the first law of
thermodynamics in a form

∆Q1 =
5

2
νR∆T =

5

2
· P0V

T
·∆T. (54)

Since the air is maximally humid, we find the vapour pressure P in the table
given in the problem statement, and a pressure Pa of air is expressed as a partial
pressure:

P = Psat(T ) = 1706 Pa, Pa = P0 − P = 98.3 kPa.

An expression for the humid air, which is analogous to formula (54), has a form

∆Q′
2 =

5

2
· PaV

T
·∆T + 3 · PV

T
·∆T,
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where in writing numerical coefficients it is taken into account that the water
vapour is a triatomic gas, but it is not yet taken into account evaporation of water.
From the Mendeleev-Clapeyron equation we will express a mass of vapour and its
change:

m =
µPsatV

RT
, ∆m = m′(T )∆T =

µV

RT 2
(T · P ′

sat(T )− Psat)∆T.

We will numerically find the derivative from the previous formula using the table:

a = P ′
sat(T ) =

Psat(T + 1 K)− Psat(T − 1 K)
2 K

= 110 Pa/K.

Note. We will note that because of finiteness of ∆x formulas of numerical
differentiation

f ′(x) =
f(x+∆x)− f(x)

∆x
и f ′(x) =

f(x)− f(x−∆x)

∆x

give different results usually lying on opposite sides of the true value, therefore, a
more precise formula for numerical differentiation is their arithmetic average:

f ′(x) =
1

2

(
f(x+∆x) − f(x)

∆x
+

f(x)− f(x−∆x)

∆x

)
=

f(x+∆x) − f(x−∆x)

2∆x
,

which we used in the calculation of a. It is described in a course of computational
mathematics how to choose an optimal formula for a specific function that is
especially important for higher-order derivatives.
An amount of heat, which is necessary for evaporation, has a form

∆Q′′
2 = L∆m =

µV

RT 2
(aT − P )∆T.

Using an expression ∆Q2 = ∆Q′
2 +∆Q′′

2 , we will obtain the required ratio:

x =
Pa

P0
+

6P

5P0
+

2µL

5RTP0
(aT − P ).

Each term in this formula is associated with a separate effect, therefore, for their
quantitative comparison we will calculate x step-by-step (not forgetting during a
substitution to convert the temperature to kelvins):

x = 0.983 + 0.0205 + 2.254 ≈ 3.26.

Thus, the dry air cools much faster than the humid one.
Note. The first two terms add up to 1 with good accuracy, i.e., heat capacities

of dry and humid air can be considered almost the same. However, the main effect is
created by the third term responsible for a phase transition, and with an increase of
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T the value of a will rise faster, so that at one point it will be possible to altogether
neglect heat input for heating of gas compared with heat input for evaporation of
liquid.

Grading system
The use of the law of heat conduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The calculation of T3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The numerical answer for ϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The expression for ∆Q1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The calculation of P and Pa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The expression for ∆Q′

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The expression for ∆m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The calculation of a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The expression for ∆Q′′

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
The numerical answer for x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1


